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1) (2,5 pontos) Modelo de Curie-Weiss

As energias do modelo de Ising em uma rede arbitraria sao dadas por
E = —JZO’Z‘O']‘ — hZO'i
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onde a soma se estende sobre os primeiros vizinhos. Uma outra maneira de realizar a aproxi-
macao de campo médio é modificar essa interagao para que todos os spins interajam de maneira
equivalente com todos os outros spins da rede. Ou seja, escrevemos
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onde o fator de N foi colocado para garantir que a energia continue sendo extensiva.

(a) Considere a seguinte identidade Gaussiana:
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Ela converte uma funcao quadratica em y em uma fungao linear, ao custo de uma integral
Gaussiana. Usando essa identidade mostre que a funcao de particao pode ser escrita como
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(b) Agora faga uma mudanga de varidveis para 2z 5—]‘\], = BJm. Mostre que podemos escrever
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onde f(m) = JTmz = %ln[Q cosh(BJm + SH)] e A é uma constante. Calcule A.

(¢) Essa fungao de partigao ainda depende de m. Para obter a funcdo de parti¢ao real do sistema
devemos usar o método assintotico de Laplace. Ou seja, precisamos minimizar f. Mostre
que o valor de m que minimiza f é exatamente aquele que satisfaz a equagdo de Curie-Weiss,
m = tanh(8h + SJm).

2) (2,5 pontos) Anti-ferromagnetismo

Considere o modelo de Ising com interagoes anti-ferromagnéticas,
E = JZJin 7hZO’1
(4.3) i

onde J > 0. Suponha que sistema possui um total de IV spins dispostos em uma rede hipercibica
de dimensao d. A interagao anti-ferromagnética favorece o alinhamento anti-paralelo dos spins.
Portanto, o estado fundamental consiste em duas sub-redes, A e B, uma com os spins para cima
e outra com os spins para baixo (vide figura abaixo).

(a) Realize a aproximagao de campo médio, escrevendo o; = m + do;. No entanto, use valores
diferentes m, e my para os spins de cada sub-rede. Note que, na energia de interagdo, um
spin da sub-rede A interage apenas com spins da sub-rede B. Mostre que a energia pode ser
escrita como
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Mostre que a magnetizacao em cada sub-rede deve satisfazer
mg = tanh(—pJdmy + Sh)
my = tanh(—pJdm, + Bh)

Resolva essas equacoes para o caso h = 0, proximo do ponto critico, assumindo que my; =
—mg. Obtenha a temperatura critica do modelo. No caso do antiferromagnetismo ela é
conhecida como temperatura de Néel, Ty.

Considere agora a resposta do sistema a um campo magnético paraT > Tn. Se M = mq,+my,
mostre que a susceptibilidade pode ser escrita como
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onde C' é uma constante. Calcule C. Esse resultado fornece uma maneira util de saber,
a partir de uma analise em altas temperaturas, se um material é ferromagnético ou anti-
ferromagnético. No caso FM x~! oc T — T, e portanto uma curva de x~! vs. T devera ser
uma reta que intercepta o eixo horizontal num valor positivo. Para o caso AFM a curva
também serad uma reta, mas devera interceptar o eixo num valor negativo pois x ! oc T+ Tly.

(2,5 pontos) Entropia de um gas ideal quantico

Mostre que a entropia de um gas ideal quantico pode ser escrita como
S =—kp Z {ﬁj lnﬁj + (1 + ﬁj) 111(1 F T_Lj)}
J

onde o sinal superior (inferior) se refere a férmions (bosons) e n; = (ef(&=#) £1)71 ¢ a
distribui¢ao de Fermi-Dirac (Bose-Einstein).

Mostre que, tanto para Férmions quanto para Bosons, vale que Var(n;) := (n3) — (n;)* =
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(2,5 pontos) Gas de Fermi ultra-relativistico

Considere um géas de Fermi em 3 dimensées com N particulas e relacio de dispersdo e, = c¢|p|
onde p = hk é o momento linear.

(a)

(b)
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Calcule a densidade de estados do sistema (relacionada com a transformagio de uma soma
sobre k em uma integral em ¢).

Calcule a energia de Fermi ep.

Calcule a energia do estado fundamental. Simplifique sua resposta para que ela fique apenas
em termos de ex e .



